Magnetohydrodynamic Flow in the Entrance Region (Very SIow Motion) by 葦埜, 勲 et al.
福井大学
工学部研究報告
第22巻第2号
昭和4咋 9月
211 
電導性流体の助走流れ〈流れのおそいとき〉
葦埜 勲普・紺井恒夫州
Magnetohydrodynamic Flow in the Entrance Region (Very SIow Motion) 
Isao ASHINO， Tsuneo KONI 
(Received Apr. 12， 1974) 
The analysis is presented of MHD flow in the entrance region of a parallel-
plate channel and very slow motion which Stokes approximation is permitted. A 
solution is obtained for fhe velocity distribution which is va1id from the duct 
inlet to the fully developed region. From this solution results are obtained for 
the entrance length， the pressure distribution and the wall shear stress. 
1. まえがき
電導性流体の磁場入口二次元助走流れについては，
従来境界層近似の可能な比較的流れの速い場合につい
て調べられているoたとえば完全に発達した流れで，
放物線速度分布をもって磁場に流入すると仮定した須
藤らの研究ω，Hwang(2)および SnyderC8>の解析
などが報告されているo しかし運動方程式の慣性項が
省略できるようなおそい流れの場合については報告さ
れた例がないようであるoそこで著者らは流れがおそ
い場合の磁場入口助走流れを，著者の一人が粘性流体
の入口助走流れの報告(4)で、のベた解析を応用して調べ
た。その結果，助走距離，速度分布ならびに圧力分布
などを明らかにすることがで、きたので、報告するo
2. 基礎方程式
はじめにおもな記号を掲げておく o
B (Bx， B1I' B.) 磁束密度 (=μH)
E (Ex， E1I' E.) 電場の強さ
jくjx，jy， j.) 電流密度
輔機械工学科州三協アルミ
v (u， v， w) 流速
E くHx，H1I' H.);磁場の強さ
X， y， z 直角座標
a 平行平板間の距離の弘 p 圧力
f 電場係数 Um 平均流速
η ;粘性係数 ν;運動粘性係数
p 流体の密度 σ;流体の導電率
μ ;流体の透磁率 Re レイノルズ数
(=Uma/ν〉
Bo 外部の一様磁束密度 Eo;一定の電場の強さ
ωtan 叫 =ωzの根 Xe 助走距離
f'w 壁面のせん断応力 Ha ハルトマン数
(=Boa〆万元〉
暢;無次元量をあらわす
基礎方程式はナピエ・ストークスの方程式，連続の
方程式，マックスウエルの方程式およびオームの法則
であるoすなわち
p {企+仔・17)v} -rp +η172v + j XμE at 
-…(1) 
Eo - umBo 
一般的に電場係数 fを導入して
Eo ー fumBo ・H ・H ・"(10)
とおくと，電場係数 fは閉回路に対してし閉回路
に対して 0，外部抵抗の大きさにしたがって 0'""1の
聞の値をとる。
さらに式を簡単化するため，次の無次元量を定義し
ておく o
x脅 x/a，y骨 y/a，u骨 U/Um，
V/Um， p骨 P/pUm2，Re pU悦 a/η，Ha Bo 
a〆σ/η
これを用いると，前述の式は
ap骨 1 (a2u*¥ 《自且
一一一( ~~_~9 ) +τ主9 + (f-u勺ax* Re ¥ax*“J . aV*2 
-・・・・・・・・但)
-・(3)
212 
2ι+ div v = 0 θt 
rot H = j 
保V ー
.....(4) 
div H 0 ・H ・H ・.(5)
jσ(E + V xμ:H)・H ・"(6)
いま図1に示すような平行平坂聞の流れを考えるo
座標系として管軸方向にx軸，外部磁場の方向に y軸，
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これらと垂直に z軸をとる D また， 平板は非電導性
で， x註Oで一様に分布する垂直磁場 Boが作用して
おり，磁場入口付=0)における速度分布は放物線
形をしているものとする。この流れを解析するにあた
り，次の仮定を設けておく o
(a) 流れは非圧縮性，定常層流であるoまた他の量
B， Eなども定常である。
(b) 流体の物理的性質〈密度，粕性係数，電気伝導
度など〉はすべて一定であるo
(c) 流れはきわめておそく，運動方程式の慣性項は
省略できるo
(d) 流れは Z 方向に変化しない。
(e) x方向に誘起される磁場は y方向の一様磁場に
くらべて無視できるo
仮定(a)...(e)により式(1)ベ6)は簡単化され
θUθv 
ax θy 
器 =η 内一 σBoCEo + uBo) 
2旦一明 172vθy ーマ. . 
式(8)の Eoは未定であるが，閉回路であれば， z方向
に流れる電流の総和はOであるoすなわち
jsjz dy =ja σEo dy + aB小ldy= 
-a -a -a 
-・0司
式(ロ)を解くため，圧力 p骨を仮定する。
助走区間内では y普方向の流れが存在するからθp骨/
θy勢キOである。しかしポアズィユ流れからハルトマ
ン流れへの速度分布の移行は極端なものではないの
で， y普方向の速度 v普は u骨にくらべて小さく，ま
た誘起される磁場も小さしめ普/θザの値はそう大
きいもので、はない。それゆえ，簡単化するため y骨方
向の圧力は一定とし， p*の境界条件が=0で p*=
Po帯〈一定)，x骨→∞で dp骨'jdx骨=一定を考慮して，
圧力 p骨を次のようにおく o
p普ー Po* Ax普+:E Br: (1-e-A♂勺
O + ~主竺 = θy骨
方程式の解
θu普
8x骨
となる。
3. 
磁場入口と座標図1
-・・・・ (1品
んは定数であるo 式(凶を(日)に代入す
-・・紛
... .(16) 
-…側
θ2U骨 82u骨
一一一一+一一.*2一一 Ha2u場 ARe-Ha2 f + θx骨 8y
Re :E Bi Ai e-AiX* 
上式を解くために，助走区間内の速度 u骨を次のよう
におく。
u普 Uo普 (y骨)+ Ul骨(x*，y勺
これを式(15)に代入して整理すると
rl2，咽骨
三三~.. - Ha2 Uo* ARe - Ha2 f dy均 υ
ここtこA，Bι， 
ると
??
?
?
-・・・・ (8)
-・・・・・・・・(却
2a CσEo +σBo U隅)= 0 
θ2Ul* θ2U1* ロ虫骨 て可一一一一+一一一一 Ha2 Uグ=Re ~ Bi Ai h 地 θy純 ーム ー
e-AiX* -・・・側
式聞は十分発達した平行平板間の流れの式であるか
ら， U()骨はハルトマン流れをあらわし
脅 (y勺 Ha 'cosh (Hay勺ー cosh(Ha)1 
J ，/ sinh (H"，)一 Hacosh (Ha) 
..tl9) 
であるo したがって，式ωを聞に代入すると係数Aは
次のように定まるo
A 旦三 ~f 一 Hacosh(Ha〕 l 
Re l- Ha cosh (Ha) -sinh (Ha) J 
・・・側
次に式(18)を解くために
Ul普くが y勺~ Bi Ai e-Aix*・o(y勺 Re
-・帥
とおく o これを代入すると
。"+ (れ2 - Ha2)φ1 -・鋤
をうる。ここに rは y骨の徴分をあらわす。上式を
y普=士 1で u骨=0なる境界条件で解くと
φ=よ f1 -~os (叫y帯L~
ωi2 l.L cos (Wi) 
となる。ここに
ω♂ Ai2 - Ha2 
が最小になるように係数をきめるo ここで
..(2$ 
-・・帥
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である。それゆえ，式舗を帥に代入すると
ロ， .li uグ(x*，y勺=Re ~ーヱτ~ e-Aix* 
ωr 
{1 -~OS ('IJiYρ) 
cos (Wi) J -・帥
となる。式回)により， ωと帥の和が助走区間内の速度
分布を与えるo
一方，任意断面を通過する流量は一定であるoそれ
ゆえ， Ul普による流量はOでなければならない。すな
わち
? ?????????? ?
?
これにより
tan ωω4 ....~$ 
を得る。式鮒より叫が定まり，帥によりんがきま
るo
次に係数 Biを決める。これには式闘で与えられる
速度分布ポが磁場入口 x* 0で，放物線速度分
布 u骨=(3/2) (1 -y地〉に漸近するようにきめれ
ばよい。これには最小二乗法を用いて
H f: [Uo骨 (y勺+げ(仏 y勺ーす
く1- y制)J dy* 帥
(的iY勺 XKi (y勺 1 ，，'V~ \.~~J J 
S (ωi) 
Ha fcosh (Ha) -cosh (Hay普)} 3 I 1 _ .*2'1 l Y (y勺= 一一一 (1 - y*2) ~ 
Ha cosh (Ha) -sinh (Hα) 2 '-.L J ，/ ( 
Ci = Re Bi ~叫2 + Ha2)山|
白Ji“ 』
とおくと，式的は ここで， θH/eJCi= 0 (i = 1， 2，…， n)を求める
H = J:[Y (y勺+Cl k1 + C2 k2 + ... + 
Cn k叫J2dy普
-・倒
と，次の Ch C2，… c叫についての n個の連立方
程式が得られる。
1 +C2 L k1k2 dy骨 I _ f k1 ka dy* I ~ f k1 k叫dy骨+lYk1 dy骨一 O
+ Cs .，~ + ・・ ・C叫f k12 dy骨 fk12 dy _'V f k12 dy* . f k12げ
f k2 k1 dy帯 fkzka d戸 fk2 kn dy* .1. J Yk2げ
C1f +cz+cs++C
叫 +vr 0 (倒
k22 dy* 
-U 
f k22 dy* 
. _.V 
J kZ2げ JkZ2 dy* 
I kn k1 dy骨 Ikn k2 dy*. I Ykn dy場
Cl V + Cl な+…・ H ・H ・...・ H ・H・H ・...・ H ・..+C‘+仁 o
k叫2dy暢 I k旬2dy骨 Ik旬2dy骨
上式を解けば，係数 Ci，すなわち Biが定まり，助 いま Ha= 10とし i= 1のみとったときを第1
走区間内の速度分布日が求められる。圧力分布は式 次近似 i= 1と2をとったときを第2次近似，以下同
凶により求められる。 様にして級数を第5項までとったときを第5次近似と
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てし，電子計算機による結果を表1に示す。
表 Ciの数値計算 (Hα=10のとき〉
l Cl I Cz I Cs ¥ C4 ¥ C5 
第1次近似10.082621
第2次近似10.08242:0.位0991
第3次近似10.08242:0.0209910.007691
第4次近似10.08242:0.0209910.00769:0.003391
第5次近似¥0.0附 ¥0.02099¥ω7仰 m叩00170
この結果を用いて. Ha.数が10の場合の磁場入口に
おける速度分布を示したのが図2である。放物線速度
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図2 磁場入口速度分布 (Ha=10のとき〉
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図3 ハルトマン速度分布
分布にかなり接近しているのが認められるo また，図
3に完全に発達したハノレトマン速度分布を示す。 Ha
数が小さくなるに従って，放物線形状に近づくので，
磁場入口速度分布は第5次近似をとれば Ha=10の
場合よりさらに放物線形状に接近することが期待され
る。 Ha<10の場合の係数 Ciの計算結果を表2に示
す。
表2 Ciの数値計算(第5次近似〉
H議¥ Cj ¥ C2 ¥ Ca ¥ C4 I C5 
1 0.00467 0.00055 0.00014 0.00005 0.00002 
2 0.01638 0.00211 0.00055 0.00020 0.00009 
3 0.03054 0.00439 0.00118 0.00044 0.00020 
4 0.04379 0.00709 0.00200 0.00076 0.00035 
6 0.06346 0.01261 0.00391 0.00156 0.00073 
8 0.07530 0.01734 0.00589 0.00247 0.00120 
4. 結果および考察
4.1 助走距離・速度分布
前章で速度分布は式側.09).倒で求められた。すな
わち
ポ Hα{竺ゅよHaY勺ー COS~(Ha)l 4-
sinh (Ha) ー Hαcosh(Ha) 
L: Ci r 1 ー cos(叫Y勺 1
l - COS (叫) ) 
(一 (ω件 Ha2)1ザ )側
ここで y普 oのとき，右辺第2項の値が第1項の
0.1%以下になる x骨の値を助走距離 Xe*としよう。
HaとXe*との結果を図4に示す。また Ha数が 2.5
4. 6， 10の場合の Xe*を表3に示す。
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図4 助走距離
表3 助走距離
本解析結果 須藤らの結果 Hwangの結果
Hα数
xejaRe I Re数 むXe告 (=xeJa)
2.5 0.89 0.081 11 0.086 10 
3 0.90 一 一 一
4 0.88 0.075 12 0.079 11 
6 0.76 一 一 一
10 0.55 0.027 20 0.026 21 
比較のため，流れの速いときの須藤および Hwang
の結果も示し，本解析に相当する Re数も示した。これ
より，流れの速い場合の解は Ha 10で Re=， 20 
で.Re <20では適用できないことがわかる。また図
4により Haキ 3 で助走距離が最も長く，それ以外
では短かくなることがわかる。これは Haが大きいと
ころでは，流体の見かけの粕性が増大すること.Haが
小さいところでは磁場の影響がなくなることより理解
される。
図5に Ha 10の場合の助走区間内の速度分布を
t.O 
』
-1.0 
図5 助走間内の速度分布 (Ha=10)
示す。図中の数字は管入口よりの距離 x普と管軸にお
ける最大速度計とを示しているo X勢の増加と共に，
急速にハントマン流れに近づくことがわかるo
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図6には y帯=一定の面上の速度が， 流れ方向へ
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図6 y普=一定の面上の速度目とが
との関係
変化する様子を示したものである。磁場の効果が，管
中央部の流体を減速させ，管壁付近の流体を増速させ
る作用をなすことがよく理解されるo
4.2 圧力分布
助走区間内の圧力分布は式凶，側および倒第3式よ
り，次のように与えられるo
(2/訂以e=maz(Hacor(むhJ2h(Ha) -f} x骨十2~ (ω42122〉12
[exp {一 (ω♂+Ha2) 1/2x*} -1 ] 
Ha 10の場合について， 式回)の関係を示したのが
図7である。比較のため Ha 0の場合の圧力降下
30 
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図7 圧力分布 (Ha=10)
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の模様を一点鎖線で示してある。これは平行平板聞の
層流の場合で
(PO -p) R~ 6が ・".・H ・倒(/2) pUm2 
で与えられるo
x骨の大きいところでは，式。1)は直線関係となり
(Po -p) R lx勢+m ・H ・H ・..悶)(1/2) pUm2 
で与えられる。ここに
1=2 Ha2 !=Ha cosh (Ha~- f¥1 ~ 
LHa cosh (Ha) -sinh(Ha) 
. fl ._" 
m ー 2~~4 叫~(ωβ+Ha2)1/2 
である。 Ha= 10のときの 1.m の値を表4に示す。
表4 1. mの値 (Ha=10)
0.4 
f 
O 
0.5 
1.0 
-0.754 
ロ1
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式(却は Ha=10， x骨 =0.55のとき，式。1)と0.1%
以内の誤差範囲で一致するo
'1.3壁面におけるせん断応力
流れが層流の場合であるから，壁面におけるせん断
応力は次式によって求められるo
日=ー η(:~)日=一号!L(号二)官=，1
式側を上式に代入すると
Ha2 sinh (Ha) ~ ~ _ 9. ~___ r 
-'w* 一三笠ー= -21C4d exp jー ('Ui2+ Ha2)1/2 X叫 ・H ・a・..倒ηUm/a Ha cosh (.tia) -slnh (Ha) ~ -. ~. -.t' l ，~. I -'--'-"'.1 - .. J 
を得るo -'w*と x*との関係を図8に示す。
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図8 E面上のせん断応力
H~.10 
a 'x 
e 
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刊
1.5 
0.8 
磁場入口では -'w* 3で， x卦が増加するにつれて
刊は増L，ハルトマン流れに近づいこの現象は一
様流で流入する Snyderの場合と全く逆になる。 こ
のことは速度分布の変化から理解される。
5.結論
電導性流体が磁場のない領域から磁場の中に流入す
るときの助走区間の問題を，平行平板聞の Stokes
近似が可能なおそい定常層流について解析的に調べた
結果，次の結論を得た。ここで磁場入口速度分布は放
物線であると仮定し，解析はハノレトマン数10までにつ
いて行なった。
(1) 助走距離はノ、ルトマン数のみによって定まり，
例へば Hα10のとき Xe* 0.55である。これが
なりたつレイノルズ数は他の研究者と比較するとRe孟
20であるo
(2) Haキ 3で助走距離は最長となれ これ以外
では助走距離は短かくなるo
(3) 圧力分布や，壁面のせん断応力分布は須藤や，
Hwangらの傾向と一致するが， Snyderの一様速
度で磁場に突入する場合とは異なる。
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